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Resumo

Neste trabalho definimos uma estrutura algébrica chamada corpo e a partir de
fatos elementares (axiomas), deduzimos certas propriedades (teoremas). Com mais
algumas defini¢coes chegaremos até o conceito de corpo completo e veremos que
esse tipo de estrutura algébrica é “muito parecida” com o conjunto dos nimeros
reais. Boa parte deste trabalho é praticamente uma transcricao de parte do terceiro
capitulo de [1], com alguns comentdarios que tentam deixar mais claro os exemplos
e conceitos ali apresentados.

1 Grupos

Seja G um conjunto nao vazio e * uma operacao em G que satisfaz os seguintes axiomas:
(G1) (Associatividade) Dados z,y, 2z € G, tem-se z * (y x 2) = (z * y) * 2.

(G2) Existe em G um elemento o tal que x x 0 = x para qualquer = € G.

O elemento ¢ é chamado elemento neutro de G com relagao a operacao .

(G3) Para cada x € G, existe um outro elemento, 2’ € G tal que z x 2’ = 0.

O elemento z’ é chamado simétrico de r com relacdo a operacao .

Nessas condigoes o par (G, x) é chamado grupo. Quando, além disso, tem-se
(G4) (Comutatividade) x * y = y % x para quaisquer x,y € G

Dizemos que (G, %) é um grupo comutativo ou abeliano.

Exemplo 1.1 Considere o conjunto dos nimeros inteiros Z = {0,+£1,£2,4£3,...} e a
operacao de adicao.

Como jd sabemos, vale a associatividade e a comutatividade. Além disso, o elemento
neutro de Z € 0 = 0 e para cada elemento x € Z o seu simétrico é —x. Desta forma, 7 é
um grupo comutativo.

Exemplo 1.2 Considere o conjunto as matrizes M(n,n) com entradas reais e a opera¢ao
de multiplicao de matrizes.

A associatividade € wvalida, uma vez que para quaisquer matrizes M, N, P, temos
M.(N.P) = (M.N).P. O elemento neutro para esta operag¢ao é a matriz identidade I, .
No entanto, nem todo elemento de M(n,n) possui simétrico, isto €, dada uma matriz M,
pode nao ezistir uma matriz M tal que M.M' = 1. Sendo assim, (M(n,n),-) nao é um
grupo.



Exemplo 1.3 Considere o conjunto de polinomios de grau 1, isto €,
G={fR—R; f(z)=ax+Db, a,be R, a+#0}
e a operacao de composicao de fungoes.
1. Dadas f,g,h € G, temos
[(f 0g) o hl(x) = (fog)(h(x)) = [(g(h(x))) = (g0 h)(x)) = [f o (g 0 h)](x)
2. Seja e(x) = x. Entao para qualquer f € G, temos:
(foe)(z) = fle(x)) = f(z)
Assim, o elemento neutro de G € a fungao identidade e(x) = x.

3. Dado um elemento f € G, temos, f(x) = ax +b. Vejamos se existe f tal que

fof=e
Seja f(x) = Az + B. Entio
(fof)(x)= f(Ax + B) = a(AX + B) + b= aAz +aB +b

Queremos que
aAx+aB+b=ux

Entio aA =1 eaB+b=0. Desta forma, A=1/a e B= —b/a. Assim,

(@) =c~
a a
¢ o simétrico de f(x) = ax +b.
Temos, entao, que G é um grupo. No entanto, G nao é comutativo, uma vez que se

f(z)=ax+0b e g(x) =cx+d

temos

a(cx +d) +b=acx + (ad + b)
clax + b) + d = acx + (bc + d)

(fog)(z) = flg(z))
(go f)(z) = g(f(x))
portanto, em geral, fog+# go f.

2 Corpos

Seja K um conjunto nao vazio no qual estao definidas duas operagdes * e ¢ (chamadas
adigdo e multiplicagao) tais que:

1. (K,*) é um grupo comutativo;
2. Valem os seguintes axiomas de multiplicacao

(M1) Se z,y,z € K entao (xoy)oz=x0(yoz). (Associatividade)
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(M2) Existe e € K tal que = ¢ e = x para qualquer = € K. (Elemento Neutro)

(M3) Para cada = € K, x # 0, existe T € K tal que x ¢T = e. (Inverso Multipli-
cativo)

(M4) Para quaisquer x,y € k, temos z ¢y = y ¢z (Comutatividade)

3. Vale o seguinte axioma de distributividade

(D1) Dados z,y, z € K, temos:
ro(yxz)=x0y*xT02

Nessas condigoes, (K, *,¢) é chamado corpo, que denotaremos simplesmente por K. Ja
que por defini¢ao, (K, *) é um grupo comutativo, chamaremos K de grupo abeliano
aditivo. Com relacao a multiplicacao, vemos que ¢ nao possui inverso multiplicativo,
no entanto, qualquer outro elemento possui. Neste caso, K —{o} é um grupo comutativo
com rela¢@o a multiplicagao, ou simplesmente dizemos que K —{c} é um grupo abeliano
multiplicativo.

Exemplo 2.1 (Q,+,-) é um corpo.
Exemplo 2.2 Considere o conjunto Zy = {0,1}, onde
0= {0,42,+4,46,...}
T=1{..,-5-3-11,3.5,...)

i1sto €, Zo é uma particao de Z. Defina em Zs a soma da sequinte forma:
0+40=0 0+1=1 1+0=1 1+1=0

Ja o produto, definimos por

ol
=
=
I

=

=0 0I=0 10=

@]

0.

Nessas condigoes, (Zg,+,+) € um corpo.

Exercicios

1. Defina a diferen¢a no corpo K por x —y = x + (—y)
(a) Mostre que x —y = z <= = =y + 2.
(b) Mostre que o elemento neutro de K com relagao a adigao é tinico.
(¢) Mostre que cada elemeto de K possui um tnico simétrico.
(d) Mostre que se z + z = y + z entdo & = y (Lei do corte para adigao).
2. Defina a divisdo no corpo K por z/y = z.y. Considere o o elemento neutro da
adicao.
(a) Mostre que se y # o entdo z/y =z = v =y.2

(b) Mostre que se z # o e x.z = y.z entdo x = 2z (Lei do corte para multi-
plicagao).

(¢) Mostre que o elemento neutro de K com relagao a multiplicagao é unico.

(d) Mostre que cada elemeto de K diferente de o possui um tnico inverso mul-
tiplicativo.



3. Mostre que num corpo K, se x.y = 0 entao r =0 ou y = 0.

4. Mostre que num corpo K,
(a) (=2).y = z.(=y) = —(z.y)
(b) (=z).(=y) = =y

5. Mostre que R, QQ sao corpos.

2.1 Corpos Ordenados

Um Corpo Ordenado é um corpo K, no qual esté contido um subcojunto (préprio) P C K
para o qual valem as seguintes condigoes:

(P1) P é fechado com relagao a adicao e a multiplicacdo, isto é, se x,y € P entao
r+yePexyeP.

(P2) Dado um elemento qualquer de K, entdao: ou z = o ouz € P ou —z € P, onde o
é o elemento neutro da adicao.

Se K é um corpo ordenado, entao podemos definir o conjunto —P formado pelos
elementos —x tal que x € P e assim

K = PU(—P)U{c}
Observe ainda que o elemento neutro da operacao adicao nao pertence a P.
Proposicao 2.1 Seja K um corpo ordenado. Se a # o e a € K entdo a* € P.

Prova: De fato, sendo a # o entdo a € P ou —a € P. Dai a.a € P ou (—a).(—a) € P.
Como (—a).(—a) = a.a, segue que, de qualquer forma, a.a = a* € P.

[ |
Proposicao 2.2

Exemplo 2.3 (Q,+,-) € um corpo ordenado.
De fato, considere P = {p/q € Q ; p.q € N}. Se x,y sao elementos quaisquer em Q,
temos

(P1)
r s+
ry=C4 L T
q s qs
Sendo (ps + rq)(qs) = pgs* + rsq® e pq,rs € N, seque que (ps + rq)(gs) € N uma
vez que s> € N. Logo, v+ 1y € Q.

Como (pr).(qs) = (pq).(rs) e pq,rs € N, seque que xy € Q.

(P2) Seja p/q € Q e suponha que p/q ¢ Q. Entao p.q ¢ N, isto é, p.q < 0. Desta forma
p.q =0 oupq<0. Sepq<0 entao (—p).q > 0, ou seja, (—p).q € N e portanto
(—p)/q € P. Mas entao —(p/q) € P.

Veja que nesse exemplo, o conjunto P é exatamente Q..
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Exemplo 2.4 (Zs,+,-) nao é um corpo ordenado.
Com efeito, os subconjuntos de Zo sao:

o {0} {1} 2
assim, a unica possibilidade para P é:
P = {1}
Mas, como jd vimos, 1 +1=10¢ P.

Dado um corpo ordenado K e dois elementos quaisquer z,y € P, temos que —y ¢ P.
Logo = + (—y) pode nao pertencer a P. Quando isso ocorrer, escrevemos © —y ¢ P.
Denotaremos essa nao pertinéncia com a seguinte simbologia:

T <y ou y>x

Chamaremos o simbolo < de menor que e o simbolo > de maior que. Assim, dados
x,y elementos de um corpo ordenado K, se x —y ¢ P entao

x € menor que y
ou
y € maior que x

Se o é o elemento neutro de K com relacao a operacao de adicao, entao usaremos essa
simbologia para dizer se um dado elemento x € K pertence ou nao a P:

Se x € P, entao escreveremos x > o
Se x ¢ P, escreveremos x < o

Observagao 2.1 (Os corpos ordenados se manifestam no dia-a-dia!)

Suponha que vocé encontra na rua o atleta Oscar (ex-jogador de basquete da sele¢ao
brasileira) e o artilheiro Romdrio. Por qué dizemos que o Oscar é maior que o Romdrio?
Primeiro, estamos associando a cada um deles um niumero racional chamado altura.
Suponha que a altura do Oscar seja 2,10m e a do Romdrio 1,69m. FEstes numeros corres-
pondem aos racionais 21/10 e 169/100 respectivamente. Como o conjunto dos nimeros
ractonais € um corpo ordenado, entao, temos condicoes de comparar dois niumeros. Neste
caso, como

169/100 — 21/10 ¢ P = Q.
entao podemos dizer que

69/100 < 21/10  ou  21/10 > 69/100

isto €, podemos dizer que o Romdrio é menor que o Oscar ou que o Oscar € maior que o
Romario.



Doravente, chamaremos P de conjunto dos elementos positivos de K e o conjunto
—P serad chamado de conjunto dos elementos negativos de K. Chamaremos o
elemento o de zero e o denotaremos por 0. Se x € K é tal que = > 0 entao diremos que
x é um elemento positivo. Caso x < 0, diremos que x é um elemento negativo.

O elemento neutro da operacao multiplicacao serd chamado um e denotado por 1.
Dado x € K, denotaremos o inverso multiplicativo de z por ! ou 1/z.

As notagoes > 0 e z < 0 nos dizem se o elemento x € K é positivo ou negativo, isto
é, posiciona x dentro do conjunto

K = (—P) * U{0}UP*

Chamaremos x > y e x < y de relagoes de ordem em K.
A relagao de ordem x < y em K satisfaz as seguintes propriedades:

(O1) (Transitividade) Se x < y e y < z entdo = < z.

Prova: Sex <yey<zentdoy—z,z—y € P. Dai, (y—z)+ (2 —y) € P. Como
(y—x)+ (2 —y) =2z — z, segue z — x € P e portanto z < z.

(02) (Tricotomia) Dados x,y € K ocorre exatamente um dos casos: ¢ =y, v <y, y < .

Prova: Dados z,y € K e sendo K ordenado, entao ouz —y =0ouxz —y € P
ou —(x—y) € P. Serx—y=0entaoxr =y. Sex—y € Pentdoy < z e se
—(z —y) € P, entdo y — x € P e portanto = < y.

(0O3) (Monotonicidade da adi¢ao) Se = < y entdo para qualquer z, vale = + z < y + z.

Prova: Se z < yentdo y—x € P. Sendo 0 elemento neutro da adigdo e 0 = z+(—2)
temos que y+z+(—z) —x € P,isto é, y+2z—(z+2) € P e portanto x+ 2z < y+ 2.

(O4) (Monotonicidade da multiplicagao) Sejam z,y € K tais que x < y. Se 0 < z entao
x.z <y.z. Se z < (0 entao y.z < x.z.

Prova: Sendo = < y segue que y—z € P. Se 0 < zentdo z € P. Dai, (y—z).z € P,
ou seja, y.z — x.z € P e portanto x.z < y.z.

Se z < 0 entdao —z € P e portanto (y — z).(—z) € P. Isso significa que xz —yz € P
e portanto y.z < x.z.

Exercicios

Seja K um corpo ordenado.
1. Mostre que = < y é equivalente a —y < —x.
2. Mostre que x <y e &' < 3/ implicam em x =2’ <y + /.
3. Mostre que 0 < x <y e 0 <2’ <y implicam em 0 < x.2’ < y.y/.
4. Mostre que se 0 < z e y < 0 entao z.y < 0.
5. Mostre que o inverso multiplicativo de um nimero positivo é também positivo.

6. Mostre que se x < y e x,y ambos positivos, entdo y~+ < z~1.

Observagao 2.2 A relagio x > y também € uma relagao de ordem em K e valem pro-
priedades andlogas as da relagio x <y (as propriedades (O1) a (04)).



Uma outra relacao de ordem que existente num corpo ordenado K é a relacao x < y.
Essa notacao indica que = < y ou x = y. Isso significa, entao, que:

r<y<=y—zePU{0}

Diremos que PU{0} é o conjunto dos elementos nao-negativos de K. O denotaremos
por K. Ja o conjunto —P U {0} serd chamado conjunto dos elementos nao-positivos
de K e serd denotado por K_. Observe que

K UK, =K

no entanto, { K_, K} ndo é uma particao de K, uma vez que K_ N K, # &.
Esta relacao satisfaz as seguinte propriedades:

1. (Transitividade) z <y, y < z =z < z.

2. (Reflexividade) = < z para qualquer z € K

-
3. (Anti-simetria) z <y, y <z =z =1y
4. (Monotonicidade da adigdo) Se z <y e z € K, entao x + z < y + 2.

5. (Monotonicidade da multiplicagdo) Sejam z,y € K tais que = < y. Se 0 < z, entdo
r.z <y.z. Se z <0, entao y.z < z.z.

Observagao 2.3 Num corpo ordenado K, .0 =0 para qualquer x € K. Com efeito,
z0=z.(y+(-y)=zy+a(-y =vy+(-zy) =0

Observacao 2.4 Num corpo ordenado K, o elemento neutro da multiplicagao pertence
a K \{0}, isto é, € positivo. De fato, suponha por absurdo que 1 < 0. Entdo dado x > 0,
temos

r=1z<0z=0=—=—=2<0

2.1.1 Ntumeros Naturais

Dado um corpo ordenado K. Por um momento, voltemos a denotar o elemento neutro
da multiplicacao por e. Ja sabemos que 0 < e. Dai, somando e aos dois membros da
desigualdade (ja que < é uma relagao de ordem), temos:

e<e+te
Novamente somando e aos dois membros da iltima desigualdade, teremos
ete<etete—e<ete<et+ete
Repetindo esse processo, teremos
e<e<ete<etete<etetete<...

Veja que dessa forma, e, (e+e€), (e+e+e), (e+e+e+e),. .. sdo todos elementos diferentes
entre si. Considere o conjunto dos niimeros naturais

N={1,2,3.4,..}



Definindo a funcao f: N — K por
f()=e f(2)=e+e f(3)=e+e+e, f(d)=e+et+e+te,...

temos uma bijegao do conjunto N sobre o subconjunto f(N) de K. Isso significa dizer que
dentro de um corpo ordenado existe um conjunto “muito parecido” com N. Na verdade,
dado um corpo ordenado K, costuma-se dizer que K D N. Observe ainda que todos os
elementos de f(N) sao positivos, isto é, f(N) C P se considerarmos P como o conjunto
dos elementos positivos de K.

A funcao f também confirma que todo corpo ordenado é um conjunto infinito, uma
vez que f(N) é um subconjunto infinito.

2.1.2 Numeros inteiros

Uma vez que f(N) C P C K, e (K,+) é grupo, segue que para cada f(n) € f(N) existe
—f(n) € K, mas nao pertencente a f(N). Denotemos por —f(N) o conjunto de todos
os simétricos de elementos de f(N). Desta forma, o conjunto —f(N) U {0} U f(N) ¢ um
grupo abeliano “muito parecido” com o conjunto dos nimeros inteiros. Na verdade, se
definirmos a funcao g : Z — K por

—f(n) sen<0
g(n) = 0 sen =20
f(n) sen>0
entdo g é uma bijecdo do conjunto Z sobre o conjunto ¢g(Z) = —f(N) U {0} U f(N) e

também dizemos que Z C K.

2.1.3 Numeros Racionais

Sendo K um corpo ordenado, cada elemento (diferente de zero) de g(Z) possui inverso
multiplicativo. Também é fato que K é fechado para a multiplicacao. Assim, dados
g(m),g(n) € g(Z) C K, g(n) # 0, temos:

g(m). lg(m)]™" € K = g(m).g(n)] " = L ¢

Podemos, desta forma, considerar a funcao h : Q — K definida por

h(@):m

n/  g(n)
ou seja, h é uma bijecao do conjunto Q no conjunto
Q) ={z e K; z=g(m).[gn)]™", m,neZ}

Analogamente ao caso dos nuimeros naturais e inteiros, costuma-se dizer que um corpo
ordenado K contém o conjunto dos niimeros racionais Q.

Proposicao 2.3 O conjunto h(Q) é o menor subcorpo de um corpo ordenado K.
Prova: Um subcorpo de um corpo K, como o préprio nome diz, é um corpo K’ contido

dentro de um corpo K. Desta forma, devemos mostrar inicialmente que h(Q) é um
corpo. De fato, se tomarmos dois elementos em h(Q), a soma e o produto continuam



em h(Q) (verifique!). Desta forma, h(Q) é fechado para adigao e multiplicacao e herda,
naturalmente, as propriedades de K.

Agora provemos que h(Q) é o menor subcorpo de K. Sendo K’ um subcorpo de K,
temos que 0,1 € K. Se 1 € K’ entao por somas sucessivas, (1+1+1...), f(N) C K’. Mas
para cada elemento de f(N), seu simétrico deve pertencer também a K’ isto é, g(Z) C K.
Além disso, K’ deve conter o inverso multiplicativo de cada elemento de g(Z) (exceto o de
0, que nao é definido), isto é, h(Q) C K’. Logo, h(Q) estd contido em qualquer subcorpo
de K. Como ji vimos que h(Q) é um subcorpo, entao h(Q) é o menor subcorpo de K.

Proposicao 2.4 (A desigualdade de Bernouilli) Seja K um corpo ordenado e n €
N. Se x > —1 entdo (1 +x)" > 1+ nx.

Prova: Facamos inducao sobre n. Se n = 1, entao
l+z)=1+1lax>1+1z
Se n > 1 suponha que (14 )" > 1 + n.x e mostremos que
A4+2)" " >1+n+1)a
Temos

(14+2)"" = (1+2)".(1+2)

> (14+nx).(1+x)
1+ +nz+na?
1+ (n+Dx+na?
> 1+ (n+1)o

2.1.4 Intervalos

Dado um corpo ordenado K, alguns conjuntos recebem notagao especial. Sejam a,b € K
com a < b.

1. (Intervalo aberto) {zr € K ; a <z < b} = (a,b)

(
2. (Intervalo fechado) {z € K ; a <z < b} = [a, b
(Intervalo aberto a direita) {z € K ; a <z < b} = [a,b)
(Intervalo aberto a esquerda) {x € K ; a <z < b} = (a,b
5. {r € K ; x >a} =[a,+00)
6. {r € K; x <b} = (+00,b
7. {re K ; x>a} = (a,+00)
8. {r e K;x<b}=(+00,b)

9. K = (—o00,+00)



Poderfamos considerar o caso em que a = b. Neste caso, o intervalo [a, b] = [a,a] = {a}
¢ chamado #ntervalo degenerado.

Os intervalos do tipo (1) a (4) s@o chamados limitados e os demais ilimitados. O
simbolo +o0o foi introduzido como uma maneira de indicar que um intervalo é ilimitado.

Proposicao 2.5 Todo invervalo limitado ndo degenerado possui infinitos elementos.

Prova: Sejam z,y € K tais que x < y. Sendo 1 o elemento neutro da multiplicagao,
temos:

.x.(1+1)<L(y+x):>x<L(y+x)

< —
Trr<ytT 1+1 1+1

1
(1+1)
Analogamente

<:>+<+:>1+<1(1+1):>1(+)<
x x —yt+r< ——.uy. — x
y=>y YTy Y 1+17 1+1"7 Y
Desta forma,
1
< — <
v< W+ <y

Isto é, dados dois elementos quaisquer z,y € K com x # y, obtemos um terceiro, digamos,

z, tal que x < z < y onde z = (x 4+ y). Se repertirmos o processo para T e z,

141
obteremos z’. Se fizermos o mesmo para x e z’ obteremos z” e assim por diante. Podemos

fazer isso infinitas vezes.

2.1.5 Valor Absoluto

Um outro conceito que pode ser definido num corpo ordenado K é o de valor absoluto.
Dado = € K, o valor absoluto (ou médulo) de = é denotado por |z| e definido por

z sex>0
|35‘: —x sex <0

Com essa defini¢ao |z| € K. De fato, se x > 0 entao || =z > 0. Se x < 0 entdo —x > 0
e || = —x > 0. Observe ainda que |r| = max{—x,z}. De fato, se x > 0 entdo |z| = x.
Além disso —z < 0 e portanto, —z < z. Se x < 0, entdo |z| = —x ¢ —z > 0, isto &,
x < —z. Nos dois casos, |z| é o méximo valor entre —z e x. Com isso, temos |z| > = e
|z| > —x (ou equivalentemente, —|x| < x). Dai

—[z] <z < 2|
para qualquer x € K.

Teorema 2.1 Sejam a,z elementode de um corpo ordenado K. Sdo equivalentes:
(i) —a<zx<a
(i) r<ae—x<a
(1i) |z|] < a.

Prova:
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(1) = (1i)) —a<zr<a=—= —a<zex<a. Dai a>—zx, ousea, —z <a.
(i1) = (7ii) Sendo = < a e —x < a, segue que max{—z,z} < a, isto ¢, |z| < a.

(14i) = (i) Sendo |z| = max{—=z,x} segue que |z| > z e |z| > —=z, isto é, a > z (que
equivale a x < a) e a > —x (que equivale a —a < ). Assim, —a < z < a.

Teorema 2.2 Seja € um elemento positivo e a um elemento qualquer, ambos de um corpo
ordenado K. As sequintes sentencas sao equivalentes:

(i) z € (a—€,a+¢€)
(i) a—e<zx<a+te
(i19) |x —a| <€
Prova:
(1) = (ii) Segue da prépria definicao de intervalo.
(i1) = (1ii) Se a — € < x < a + € entdao somando —a em todos os membros, temos
—e<zr—a<e

e pelo teorema anterior,
|z —a| <e

(i19) = (i) Também pelo teorema anterior, |z — a| < ¢ = —€ < x — a < € e somando
a a todos os membros, temos a — € < x < a+ € o que significa que z € (a —€,a+€).

Teorema 2.3 (Propriedades do Valor Absoluto) Sejam x,y,z elementos quaisquer
num corpo ordenado K. Valem as sequintes propriedades:

(1) |z +yl < |z| + [yl
(@) |2yl = |2|-ly]
(i) Jo| = Iyl < |lel = Iyl| < | — o]
(iv) |z — 2| < [z —yl+ |y — 2|
Prova:
(1) Ja vimos que —|z| <z < |z| e —|y| <y < |y|. Somando membro a membro, temos:
—lzl =yl Sz +y < |z + |yl
ou seja —(|z| + y|]) <z +y < (|z] + |y|) e portanto

lz +y| < o]+ |yl
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i1) Observe que |z| = x ou x| = —x. Como K é um corpo ordenado, seque que |z|?> = x2.
q 4 , Seque q

Assim

lzy)? = (2.9)° = (xz.y).(z.y) = (z.2).(y.y) = 229> = |2 |y)* = ... = (|z].|]y])?

Assim, temos duas possibilidades a principio:

vyl = [zlly]  ouw .yl = —(lz|]yl)

Como da definicao de valor absoluto, |x.y|, |z|, |y| € Ky e |z, |y| € K = |z|.|y| €
K., seque que ocorre, com certeza, |x.y| = |z|.|y|.

(131) Inicialmente, pela definicao de valor absoluto,

2] = Iyl = mas{~(Jz| = y]) 2| = [y} = o] — Iyl

e temos a primeira desigualdade. Para ver a sequnda desigualdade, observe que do
item (1), temos

2| = |z —y+yl < |z —y[+ |y = |2| - |y| < |z -y
yl=ly—v+z[<|y—z[+ 2| = |y| — 2| < |y — 2| = —(|z[ = [y|) < |y — 2|
Por outro lado,
lz—yl=|(-1).(y—2)|=|-1ly—2| =1y — 2| = |y — 2|

Dafi
lz| =y < Je—yl e = (lz[ = Jy]) < |z =y

Pelo Teorema 2.1, seque que
ol = lyl| < lo =y

(iv) Usando o item (i), temos:

v =zl =]z —y)+@y—2)| < |z —y|+|y— 2|

2.1.6 Infimo e Supremo

Um subsconjunto X de um corpo ordenado K diz-se limitado superiormente quando
existe b € K tal que X C (—o00,b]. Se existe a € K tal que X C [a, +00), dizemos que
X é limitado inferiormente. Se X é limitado inferiormente e superiormente, isto é,
existem a,b € K tais que X C [a,b], dizemos que X é limitado.

Os elementos a, b citados acima sao chamados cota inferior para X e cota superior
para X, respectivamente.

Observacao 2.5 Considere o corpo dos numeros racionais Q. O conjunto dos nimeros
naturais N € limitado inferiormente mas ndo superiormente, uma vez que N C [1,400).
Observe que qualquer a < 1 € uma cota inferior para N. Jd o conjunto dos niumeros
inteiros Z nao € limitado nem superiormente nem inferiormente.
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Observacao 2.6 Dependendo do corpo K, N pode nao ter um limitante superior. Veja-
mos no exemplo a sequir.

Exemplo 2.5 Considere o conjunto Q(t) = {r(t) = p(t)/q(t)} onde p(t),q(t) sio po-
linomios com coeficientes inteiros e q € nao identicamente nulo. Tal conjunto é um corpo
ordenado quando consideramos r(t) positivo se, no polinémio p.q, o coeficiente de mais alto
grau for positivo. Por exemplo, ser(t) = (3z*+z)/(2x —1), entdo p(t).q(t) = 62> —z*—x
e o coeficiente de mais alto grau € 6 > 0. Portanto, r(t) € P. Claro, agora falta mostrar
que realmente Q(t) é um corpo ordeando.

Veja que r(t) = t € Q(t), pois neste caso, p(t) =t e q(t) = 1. Além disso, se
considerarmos os polinomios da forma n(t) = n, temos n(t) € Q(t). Dai, u,(t) = p(t) —
n(t) =t —n € Q(t) e o coeficiente do termo de mais alto grau é sempre igual a 1.
Portanto, u,(t) € P, isto ¢,

up(t) >0=t—n>0=1t>n

para todo n € N. Dessa forma, em Q(t), o elemento p(t) é uma cota superior para N, ou
seja, N € limitado superiormente.

Teorema 2.4 Num corpo ordenado K, sao equivalentes
(1) N C K limitado superiormente;
(17) Dados a,b € K, com a > 0, existe n € N tal que n.a > b

(17i) Dado a € K, a >0 , existe n € N tal que 0 < 1/n < a

Quando num corpo ordenado K vale qualquer uma das condigoes do Teorema acima
(portanto valem as trés), dizemos que K é um corpo arquimediano. Desta forma,
como visto nos exemplos acima, Q é um corpo arquimediano e Q(¢) nao.

Agora vamos, finalmente, definir o infimo e o supremo de um subconjunto de um corpo
ordenado K. Considere X C K um subconjunto limitado superiormente. Quando existir
a menor cota superior para X, ela serd chamada supremo do conjunto X e denotamos
por sup X, isto é

supX =min{a € K ; a > x,z € X}

Analogamente, se X C K ¢ limitado inferiormente, definimos o infimo de X sendo a
maior cota inferior (quando existir!) de X, isto é,

inf X =max{be K ; b<uz,ze X}
Para sup X, decorrem da defini¢cao
(1) Se z € X entao x < sup X.
(1) Se ¢ > x para todo x € X entdo ¢ > sup X.
(171) Se ¢ < sup X entdo existe x € X tal que ¢ < z < sup X.
Analogamente, para inf X,
(1) Se x € X entao x > inf X.
(1) Se ¢ < x para todo x € X, entdo ¢ < inf X.

(77i) Se inf X > ¢ entdo existe x € X tal que inf X >z > ¢.
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Observe que sup X e inf X podem nao pertencer a X. De fato, considere o intervalo
X = (a,b) de um corpo ordenado K. Entdao inf X =a ¢ X esupX =b ¢ X.

Seja X um conjunto nao vazio. Dizemos que a € X é o elemento minimo de X se
a < x para qualquer x € X. Analogamente, se existe b € X tal que z < b para qualquer
xr € X, entao b é o elemento mdximo de X.

Observacao 2.7 Quando X possui um elemento minimo a, entao a = inf X. Da mesma
forma, se X possui um elemento mdximo, digamos b, entdo b = sup X. Reciprocamente,
seinf X € X, entao inf X € o menor elemento de X. O mesmo vale para o sup X.

Lema 2.1 (Lema de Pitagoras) Ndao eziste um nimero racional cujo quadrado seja
1qual a 2.

Prova: Suponha, por absurdo, que existe p/q € Q tal que (p/q)? = 2. Entao p* = 2¢%.
Considerando a decomposicao em fatores primos de p e ¢ temos

P=p1P2- Pny, PLSP2<...<Dp
q=q1-9 " Gm, Q@<@<...<q

(p1.pa. -+ .pn)2 =2.(q1.q2-- - .qm)2

isto é,
P1-P1.P2.D2- " -Dn-Pn = 2.q1.91-G2-92- " ** .Gm-Gm

Portanto p? possui um ntimero par de fatores primos iguais a 2, enquanto ¢ possui um
numero impar desses fatores. Absurdo.

Exemplo 2.6 Seja X C Q o conjunto das fragoes do tipo 1/2" com n € N. Observe que

L > L > L >

57 55 7 55 T e

Portanto, 1/2 > x para qualquer v € X e 1/2 € X, isto €, 1/2 é uma cota superior para
X que pertence a X. Isso significa que 1/2 = sup X. Com mais alguns passos, podemos

mostrar que 0 = inf X (vide [1], pdgina 62).
[

Exemplo 2.7 FExistem conjuntos limitados de niumeros racionais que nao possuem Su-
premo (ou infimo). Considere o corpo Q e o conjunto X = {x € Q ; x > 0 e 2% < 2}.
Observe que X C [0,2], portanto, X é um conjunto limitado de nimeros racionais. O
supremo desse conjunto seria v/2, mas este ndio é racional.

Afirmacao 1: O conjunto X nao possui elemento mdaximo.
Provaremos essa afirmagao verificando que dado x € X, existe um numero x+r ainda
pertence a X . Isso nos diz que ainda existe um elemento um “pouco mais a frente” ainda

pertencente a X, ou seja, X ndo possui elemento mdrimo.
2

20+ 1
2—x

20+ 1

comz € X.
2

De fato, considere um numero racional r < 1 tal que 0 < r <

Observe que x > 0 e x? < 2 implica em 2 — 2> > 0 e 22 + 1 > 1, portanto, > 0.
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Temos:
r<l=nr’<r
2 — g2

— r(2x+1) <2 —2?
T 1 r(2x 4+ 1) x

r <

Portanto
(+r)P=a®+2er+r’ <z +2rz+r=a+r2c+1) <2’ +(2-2%) =2

isto €, x +1r e X.

Afirmacgdao 2: O conjunto Y = {y € Q; y > 0 e y* > 2} ndo possui elemento
minimo.
Analogamente a Afirmacao 1, provaremos esse fato verificando que dado um elemento

y €Y, existe um outro um “pouco mais atrds” ainda pertencente a'Y .
2

Sey?>2ey >0 entioy?> —2 >0 e 2y >0, isto ¢, i > 0. Logo, existe um

y =2

racional v > tal que 0 < r < . Dai2yr <y*—2 e

(=—r) =y =2r+r’ >y = (Y =2 +r" =r'+2>2

22 1 1 1
Y :g——,pon‘antoy—r>y—g+—=g+—>0.ASSim

2y 2y 2y 2y

Além disso,

2

(y—r)>0 e (y—1)*>0

ou seja, y —r €Y.

Afirmacgao 3: Sex € X ey €Y entao x < y.
Pela prépria definicao dos conjuntos X Y, temos x° < 2 < y* para quaisquer v € X,
y €Y. Como, além disso, x,y sdo positivos, seque que x> < y?> = x < v.

Afirmacgao 4: Nao existe sup X nos numeros ractonais.

Suponha, por absurdo, que existe a = sup X. Veja que a > 0 e ndo poderia ser a* < 2,
pois do contrario, sup X € X, isto é, supX = max X, mas X nao possui elemento
maximo.

Suponha a® > 2. Desta forma, a € Y. Vimos na Afirmacao 2, que Y ndo possui
elemento minimo, logo, existe b € Y tal que b < a. Usando a Afirmagao 3, para qualquer
r € X, teriamos x < b < a, isto é, teriamos uma cota superior para X menor que
a =sup X. Contradicao.

S6 resta dizer que a® = 2. Isso também ndo ocorre, uma vez que nao existe racional a
tal que a®> = 2. Logo, nao existe sup X .

O exemplo acima deixa claro que se um corpo ordenado K é tal que todo subconjunto
X limitado superiormente possui supremo, isto é, para todo X C K existe sup X, em
particular, K contém Q (ou h(Q)) que contém X = {zr € Q; z >0 e 2? < 2}. Como X
¢ limitado superiormente e em K subconjuntos desse tipo possuem supremo, segue que
existe @ = sup X € K tal que a® = 2. Denota-se a por /2.

Definicao 2.1 Um corpo ordenado diz-se completo quando todo subconjunto nao vazio
limitado superiormente possui supremo.
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Lema 2.2 Seja K um corpo ordenado. Se K é completo, entao é arquimediano.

Prova: Considere um corpo nao arquimediano qualquer K. Entao em K o conjunto N
(ou f(N)) é limitado superiormente. Se b é uma cota superior para N entao n < b para
qualquer n € N, em particular, n + 1 < b para qualquer n € N e portanto n < b — 1
Vn € N. Assim, se b é uma cota superior para N entdao b— 1 também o é. Masse b—1 o0 é,
entdo (b — 1) — 1 também o é e assim sucessivamente. Portanto, ndo se pode determinar
a menor cota superior e assim nao existe supN em K. Assim, K nao é completo.

Axioma 1 (Axioma Fundamental da Analise Matematica) Existe um corpo orde-
nado completo. Ele serda chamado conjunto dos numeros reais e serd denotado por R.

3 Propriedades dos niimeros reais

3.1 O elemento /2

Vimos que num corpo ordenado completo (que contém Q!) existe um elemento positivo
a ¢ Q tal que a®> = 2 e que serd representado por V2. Este ntimero é tinico. De fato,
suponha a? = b com a # b. Entao

0=a*—-b"=(a—b)la+b)=a—-b=0 ou a+b=0
Mas entao a = b ou a = —b. Ocorre que se a = —b entao um deles nao ¢é positivo, logo,

a=b.

3.2 Os numeros irracionais

Sendo R um corpo completo e Q C R, existem elementos em R que nao estao em Q.
Tais elementos formam o conjunto dos nimeros irracionais R — Q. Desta forma, /2 é
irracional.

Raiz n-ésima

Dados a > 0 elemento de R e n € N, existe um tnico niimero real b > 0 tal que " = a. O
nimero b chama-se raiz n-ésima de a e é representado pelo simbolo {/a. Qualquer nimero
natural que nao possua uma raiz n-ésima também natural, ¢ um nimero irracional.

Os ntimeros racionais e irracionais estao “espalhados” por toda parte do conjunto dos
nimeros reais.

Definicao 3.1 Um conjunto X C R chama-se denso em R quando todo intervalo aberto
(a,b) contém algum ponto de X .

Exemplo 3.1 Seja X = Z°. Dado um intervalo qualquer em R, digamos, (a,b), entdo
(a,b)NZ ={la] +1,[a] +2,...,[b]} ou (a,b)NZ =
Como (a,b) possui infinitos elementos, seque que (a,b) NZC é sempre ndo vazio.

Teorema 3.1 Os conjuntos Q e R — Q sao densos em R.
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